I DE ERLANG REKENSCHIJF VOOR BLOKKERINGSKANSEN Otto van Poelje

Dit is de rekenschijf voor blokkeringskansen, die ik vorig jaar vermeldde in MIR 46,
op pagina 23. Echter de fabrikant van dit exemplaar was niet mijn toenmalige
werkgever Philips, maar een van onze concurrenten: Ericsson.

Beschrijving
De Erlang schijf is bedoeld om blokkeringskansen te bepalen voor telefooncentrales
in de tweede helft van de vorige eeuw. De volgende variabelen worden gebruikt:

? Als het verkeersaanbod uitgedrukt in Erlang

? nis het aantal beschikbare lijnen om het verkeer A te verwerken

? Ein (A) is de blokkeringskans (ook wel met B aangegeven) in procenten, volgens Erlang’s

eerste formule E; (deze kans werd ook wel eufemistisch de “Grade of Service” genoemd)

De drie variabelen worden respectievelijk getoond op de cirkelvormige vaste buitenschaal (A in
Erlangs), de rode indexschaal (E; in %) op de draaiende transparante schijf en een polair
bundelnomogram (n) op het vaste deel. Elk van de variabelen kan bepaald worden als de andere twee
bekend zijn. De ene zijde van de schijf (links in onderstaande figuur) is bedoeld voor laag verkeer tot 39
Erlang, de andere zijde gaat tot 250 Erlang.
Het instrument behoort tot de klasse van analoge en grafische “schuifkaarten” (slide charts).
Het is op eenvoudige wijze vervaardigd uit twee transparante perspex schijven, die door middel van een
holnietje onafhankelijk draaiend zijn verbonden met de witte PVC basiskaart: totale dikte is 2 x 0,055 +
1,1 = 2,2 mm zonder holniet (3,3 mm inclusief holniet).
De diameter van het holnietgat is geschat op 3 mm); dit is van belang omdat deze gatdiameter de
oorspronkelijke fabrikage van de schijf door de firma ALRO in Nederland uitsluit (ALRO heeft namelijk
slechts 2 gatdiameters gebruikt voor zijn PVC rekenschijven: eerst 5 mm, en na 1955 ook 2 mm).
Hoogte en breedte van het geheel is 110,4 x 82,3 mm. De schijf heeft een diameter van 78,2 mm.
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Herkomst

De Zweedse firma “Telefonaktiebolaget L M Ericsson” (zie het logo in bovenstaande figuur) is in 1876
gesticht door Lars Magnus Ericsson in Stockholm. In het begin richtte Lars zich op productie van
telefoontoestellen, met draaischijf, maar al snel werd het gebied verbreed tot alle onderdelen van de
telecommunicatie-infrastructuur. L M Ericsson (LME) is momenteel een van de grote spelers in mobiele
telefonie. Na het eind van de tweede wereldoorlog concurreerde LME in Nederland onder anderen met
Philips Telecommunicatie Industrie (PTI) op het gebied van automatische telefooncentrales.
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Terwijl PTI de klassieke roterende kiezer verder ontwikkelde, trok LME de aandacht met aparte
ontwerpen zoals de “pannekoek”-schakelaar met 25 x 20 uitgangen, en de crossbar- en code-switch.
PTI heeft voor klanten in de 70’er jaren een Erlang rekenschijf gemaakt, waar helaas geen exemplaar
meer van bekend is (tot nu toe). Maar LME had dus een vergelijkbaar rekenhulpmiddel, zoals bleek uit
een reactie op mijn interview over rekenlinialen in de Nedlloyd Pensioenkrant van januari 2008.

Principe

In de electromechanische automatische telefooncentrales, die gebruikelijk waren rond het midden van
de vorige eeuw, werd een telefoonoproep door een aantal kiesstrappen geleid, met behulp van het
“gedraaide” nummer. Om te beginnen werd een groep van individuele telefoonaansluitingen, elk maar
voor gemiddeld 1 % van de tijd in gebruik, “gereduceerd” tot een kleiner aantal lijnen met een hoger
verkeersrendement. Hiervoor werden zogenaamde oproepzoekers of voorkiezers gebruikt, of
meertraps schakelmatrices, nog voordat zelfs de kiestoon gegeven werd vanuit een speciaal circuit, zie
ref. [1]. In deze reductietrap kon het dus voorkomen dat alle circuits achter de reductietrap bezet waren
en er nog een nieuwe telefoonoproep aankwam, omdat abonnees in de groep op willekeurige
momenten bellen, onafhankelijk van elkaar. Dit werd blokkering of congestie genoemd.

Blokkering kon ook optreden op telefoonverbindingen tussen steden. Voordat modernere
transmissietechnieken bestonden, werden steden verbonden door telefoonkabels met een bundel
lijnen (koperen dubbeladers), die elk één gesprek tegelijk konden voeren. Het voorspelde verkeer
tussen twee steden bepaalde het benodigde aantal lijnen, en ook hierbij bood de Erlang schijf hulp.

De kansrekening voor deze situaties is uitgewerkt door de Deense
wiskundige A. K. Erlang (1878 — 1929), een academicus die ook heeft
gewerkt voor de Copenhagen Telephone Company Ltd, zie ref. [2]. Hij
legde met zijn werk de grondslag voor de telefoonverkeerstheorie, met
als meest bekende voorbeeld de formule voor de blokkeringskans op
onze rekenschijf. Deze is naar hem genoemd: de Erlang-B formule.
Ook is de verkeerseenheid “Erlang” in 1946 door de ITU (International
Telecommunications Union) naar hem vernoemd, een dimensieloze
eenheid (geen Sl-eenheid), die een verkeerswaarde uitdrukt in het
gemiddeld aantal bezette lijnen: bijvoorbeeld, één enkele lijn kan een
verkeer van 1 Erlang verwerken.

Sinds Erlang’s tijd is het gebied uitgegroeid tot de wiskundige discipline
“wachttijdtheorie” (queuing theory), met gebruikmaking van bijvoorbeeld
stochastische processen (uitgebreide kansrekening) en Laplace-
Stieltjes transformaties. Wachttijdtheorie kan worden toegepast op de : ;
meest diverse gebieden, variérend van loketsystemen of toiletten, tot L Ae Kmt
berekeningen aan door regen gevoede stuwmeren. '

Gebruik van de Erlang schijf

Stel dat midden vorige eeuw een nieuwe telefoonkabel moest worden gelegd tussen twee middelgrote
steden. Meestal bestonden er resultaten van landelijke verkeersmetingen tijdens het “drukke uur”,
welke gebruikt werden om het verkeer tussen de twee steden te schatten. Er werd een groeifactor
toegepast, gebaseerd op ontwikkelingsplannen van de betreffende steden en algemene trends, waaruit
(voor ons voorbeeld) een verkeersverwachting van 197 Erlang resulteerde. De index van de Erlang
schijf werd op de buitenschaal naar de waarde 197 gedraaid.

A in Erl ‘

N B
0.01% 0.02% |0.03% 0.05% | 0.1% 0.2% | 03% 04% | 05% 0.6% | 0.7% 0.8% | 0.9%
200 156.2 158.7 1603 1625 ] 1656 169.2 [ 1714 1732 1746 1759 | 1770 1780 | 1789

1.5% 2% 3% 5%
1833 | 1862 1909 | 1985

202 | 1560 1805 | 1621 1643 | 1675 1710 | 1733 1753 | 1765 1778 { 1808 1852 | 1881 1929 | 2006

204 | 1597 1623 | 1840 1663 | 1693 1729 | 1762 1770 | 1784 1797 | 1az8 1872 1848 | 2027
206 | 1815 1841 | 1658 1679 | 1712 1748 | 1774 1789 | 1804 1916 1847 1882 1959 | 2047
208 | 1833 1659 | 1676 1698 | 1730 1766 | 170 1605 | 1823 1835 1966 1 L1 1990 | 2068
210 | 1851 1677 1634 1715 | 1748 1785 | 1808 1827 | 1842 1854 1886 8331 1981 2010 | 2089

1951 | 1981 2050 | 2110
1970 | 2000 2050 | 2130
1990 | 2020 2070 | 2151
2010 | 2040 2091 | 2172
2029 | 2060 7114 | 2183
049 | 2080 /2131 | 2214
068 | 21007 2151 | 2934
2088 | 2120 2174 | 2288
2108 | 2138 2192 | 2278
2128 | 2155 2212 | 2297

1805
192.4
1944
196.3
1982

242 1668 1695 | 1712 1734 | 1767 1804 | 1827 1846 | 1861 1874
214 1687 1718 | 1730 1752 | 1785 1822 | 1848 1865 | 1880 18983
8 1708 1752 | 1748 1770 | 1804 1841 | 1865 1884 | 1898 1912
b3ld 1723 4780 | 1768 1788 | 1822 1880 | 1884 1802 | 1998 1939
220 1740 1768 | 1785 1807 | 1844 1878 | 1803 184 183.7 1960

oo 1768 1786 | 1803 1826 | 1889 1897 | 1822 1940 | 1955 1669 | 1981 1892 | 2002
224 1776 1804 | 1821 1844 | 1878 1916 | 1941 1959 | 1975 1868 | 2000 2017 | 2021
ek 1784 1822 | 1839 1862 | 1806 1935 | 1959 1978 | 1994 2008 | 2020 2030 | 2040

E 1812 1840 | 18E7 1881 | 19185 1683 § 1878 1987 | 2013 2027 | 2039 2080 | 2088
238 1850 1868 | 1876 1899 | 1983 1972 | 1887 2018 | 2032 2046 | 2068 20689 | 2079
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Onder de haarlijn kon voor elke blokkeringskans worden afgelezen op de n-curves, hoeveel lijnen in de
kabel nodig zouden zijn. Bijvoorbeeld 210 lijnen voor E; = 2 %, of 230 lijnen voor E; = 0,2 %. Wanneer
we deze uitkomst vergelijken met de onderstaande nauwkeurigere tabel uit ref. [3], blijkt dat de
aflezingsfout van de schijf binnen 1 % ligt.

Bij dimensionering van moderne telecommunicatienetwerken is de rol van de Erlang verliesformule
minder belangrijk geworden. Er werd gaandeweg meer gebruik gemaakt van blokkeringsvrije netwerken
en van herroutering in geval van congestie in bepaalde netwerkdelen. Ook blijkt het vaak economisch
meer lonend om een grote initiéle overcapaciteit te bouwen dan om dure upgrades te installeren in een
operationeel netwerk.

Met de komst van internet telefonie is de situatie weer anders geworden: IP-packets worden wereldwijd
zo flexibel gerouteerd dat er nauwelijks meer sprake van tussenliggende congestie kan zijn, wel van
congestie wereldwijd, of juist aan de rand van het internet naar de gebruiker toe. Verder is de directe
weigering van een gesprek door blokkering (“verliessysteem”) veelal vervangen door wachtsystemen
die bezettingpieken efficiénter kunnen uitsmeren over de tijd (al zal de klant dat vaak anders zien).
Toch is de rol van de Erlang formule nog niet uitgespeeld. Er zijn tal van andere toepassingen dan
telefonie, waar dimensioneren met een blokkeringskans nuttig kan zijn.

Praktische toepassing: planning van toiletten

Stel, we willen voor een nieuw kantoorgebouw bepalen hoeveel toiletten er nodig zijn.

We nemen aan dat de bezetting van het gebouw uit 1000 mensen bestaat. Andere aannames zijn dat
elke persoon gemiddeld 3 bezoeken aan het toilet willekeurig over de 8-urige kantoordag verdeelt, en
dat elk bezoek gemiddeld 5 minuten duurt.

Dit betekent dat elk een “toiletverkeer” genereert van een kwartier per 8 uur, dus % : 8 = 0,0313 Erlang.
Het totale toiletverkeer is dus 31,3 Erlang. Als we een kans van 2 % toestaan dat iemand alle toiletten
bezet aantreft, geeft de Erlang schijf aan dat er 40 toiletten nodig zullen zijn.

Dit resultaat moet wel met de nodige omzichtigheid gehanteerd worden, want toiletbezoek is natuurlijk
niet volledig “random”, maar concentreert zich op tijden als aankomst, koffie en lunch pauzes etc.
Bovendien voldoet dit voorbeeld niet helemaal aan het Erlang model, omdat men in het algemeen zal
wachten voor een bezet toilet: de Erlang verlies-formule neemt aan dat de toiletbezoeker het
onmiddellijk opgeeft bij een bezet toilet.

Wiskundige achtergrond
De Erlang-B formule geldt onder de volgende voorwaarden:

1. Verkeer wordt aangeboden aan een volledig toegankelijke bundel van N lijnen zonder
wachtruimte: dit wordt een “verlies”-systeem genoemd

2. Gespreksduren (houdtijden) zijn “random” volgens de negatief-exponentiéle kansverdeling met
gemiddelde waarde h: de kans dat een gesprek korter duurt dant, is 1 - e'h

3. Gesprekken beginnen op “random” tijdstippen: tijden tussen opeenvolgende beginpunten van
gesprekken volgen ook de negatief-exponentiéle kansverdeling, met gemiddelde waarde c: de
kans dat een gesprek minder dan t na de start van het vorige gesprek begint, is 1 - e dit is
equivalent aan een Poissonverdeling voor de begintijdstippen van gesprekken

4. Het systeem is in statistisch evenwicht, hetgeen wil zeggen dat effecten van plotselinge
veranderingen in verkeersintensiteit zijn uitgewerkt

De verkeerswaarde is dan A = h/c (bijvoorbeeld A = 1 Erlang, als gesprekken met een houdtijd van 1
minuur elke minuut arriveren, of elke 5 minuten met een houdtijd van 5 minuten).

Na uitschrijven van alle overgangskansen in een infinitesimaal kleine tijd voor een bezetting k (een
zogenaamd “geboorte- en sterfte proces”), kan in de limiet afgeleid worden dat de kans op precies k
bezette lijnen (voor k =0, 1, ..., N) gelijk is aan:

A

5 K

= _ k-
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i20 il

Dit is de Erlang-verdeling, die we als een getrunceerde Poissonverdeling kunnen beschouwen: in de

limiet N ? “aat hij over in de normale Poissonverdeling.
De blokkeringskans B van deze bundel van N lijnen is de kans dat alle N lijnen bezet zijn:
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Voor deze formule was de Erlang schijf ontworpen. In een tijdperk dat programmeerbare
calculators zoals de HP-65 en HP-67 nog traag werkten in grote iteratielussen (N maal), boden alleen
grafieken, tabellen of deze Erlang schijf een handzame oplossing voor het berekenen van blokkerings-
kansen.

Tot slot

Dit is een voorbeeld van de vaak interessante achtergronden die kunnen schuilen achter een
ogenschijnlijk simpel en goedkoop geproduceerd schuifkaartje voor een specialistische toepassing. Er
kan een verhaal achter schuilen over een firma, een industrietak, een technologie of een rekenformule.
De laatste jaren zijn artikelen gepubliceerd, bijvoorbeeld door Tom Wyman en door John Kvint, zie [4]
en [5], waarin het belang van dit soort schuifkaarten voor verzamelaars wordt benadrukt. De
tienduizenden specialistische schuifkaarten die ooit ontworpen zijn (en nog steeds worden!), kunnen
een veel breder beeld geven van ons technisch-cultureel erfgoed dan de momenteel meer bekende
kwaliteitsrekenlinialen voor algemene doeleinden. Hopelijk zullen nog vele artikelen worden geschreven
over schuifkaarten voor speciale toepassingen.
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